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sx =1.00
sz =2.00
Differenzenquotient_1 = 3.46
Differenzenquotient_2 = 3.08
Differenzenquotient_3 = 3.58

sx = 1.50
sz =2.00
Differenzenquotient_1 = 2.75
Differenzenquotient_2 = 2.36
Differenzenquotient_3 = 3.21

sx =2.00
sz =2.00
Differenzenquotient_1 = 2.35
Differenzenquotient_2 = 1.98
Differenzenquotient_3 = 2.95

sx =4.00
sz =2.00
Differenzenquotient_1 = 1.69
Differenzenquotient_2 = 1.34
Differenzenquotient_3 = 2.33

sx = 8.00
sz =2.00
Differenzenquotient_1 = 1.35
Differenzenquotient_2 = 0.99
Differenzenquotient_3 = 1.85




sx = 2.00
sz =1.00
Differenzenquotient_1 = 3.56
Differenzenquotient_2 = 3.82
Differenzenquotient_3 = 3.93

sx = 2.00
sz =1.50
Differenzenquotient_1 = 2.80
Differenzenquotient_2 = 2.99
Differenzenquotient_3 = 3.65

sx = 2.00
sz =2.00
Differenzenquotient_1 = 2.35
Differenzenquotient_2 = 1.98
Differenzenquotient_3 = 2.95

sx = 2.00
sz =2.50
Differenzenquotient_1 = 2.10
Differenzenquotient_2 = 1.45
Differenzenquotient_3 = 1.94

sx = 2.00
sz =3.00
Differenzenquotient_1 = 1.95
Differenzenquotient_2 = 1.19
Differenzenquotient_3 = 1.32




sx = 2.00
sz =4.00

Differenzenquotient 1=180 Q& /) 7 oo -
Differenzenquotient_2 = 0.96
Differenzenquotient_3 = 0.81
B i e AT [
sx =2.00
sz =5.00 — T — T
Differenzenquotient_1 = 1.73 —
Differenzenquotient_2 = 0.87
Differenzenquotient_3 = 0.62
ST T T o l*r”
sx =2.00
sz =6.00 = P ———

Differenzenquotient_1 = 1.69
Differenzenquotient_2 = 0.82
Differenzenquotient_3 = 0.52




sx = 2.00

sz =1.00

eta = 1.50
Differenzenquotient_1 = 3.34
Differenzenquotient_2 = 3.93
Differenzenquotient_3 = 3.90

sx =2.00
sz=1.50
eta=1.50

Differenzenquotient_1 = 2.20
Differenzenquotient_2 = 2.50
Differenzenquotient_3 = 3.79

P SR

sx =2.00
sz =2.00
eta=1.50

Differenzenquotient_1 = 1.52
Differenzenquotient_2 = 1.28
Differenzenquotient_3 = 2.25

sx =2.00
sz =2.50
eta=1.50

Differenzenquotient_1 = 1.15
Differenzenquotient_2 = 0.91
Differenzenquotient_3 = 1.22

sx =2.00
sz =3.00
eta=1.50

Differenzenquotient_1 = 0.93
Differenzenquotient_2 = 0.80
Differenzenquotient_3 = 0.84










Pixel: 512 * 512

Filterparameter:
sz2 :0.70
sx2 :2.00
eta: 1.00

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00

Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 =0.30

Standardabweichung_1 = 0.55° |

Intervall_1(68%) = 0.50
Intervall_1(95%) = 1.10
Intervall_1(99%) = 1.62

Varianz_2 = 0.08

Standardabweichung_2 = 0.29

Intervall_2(68%) = 0.24
Intervall_2(95%) = 0.54
Intervall_2(99%) = 0.90

Varianz_3 = 0.03

Standardabweichung_3 =0.16

Intervall_3(68%) = 0.12
Intervall_3(95%) = 0.26
Intervall_3(99%) = 0.48

40




Pixel: 512 * 512

Filterparameter:
sz2 :1.00
sx2 :1.50
eta: 1.00

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00

Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 =0.28

Standardabweichung_1 = 0.53° |

Intervall_1(68%) = 0.50
Intervall_1(95%) = 1.06
Intervall_1(99%) = 1.50

Varianz_2 = 0.06

Standardabweichung_2 = 0.24

Intervall_2(68%) = 0.22
Intervall_2(95%) = 0.48
Intervall_2(99%) = 0.68

Varianz_3 = 0.01

Standardabweichung_3 =0.11

Intervall_3(68%) = 0.10
Intervall_3(95%) = 0.22
Intervall_3(99%) = 0.30

4 :




Pixel: 512 * 512 8!

Filterparameter:
sz2 :1.00

sx2 :1.00 i
eta: 1.00 7L

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 = 0.60 i
Standardabweichung_1 = 0.77° |
Intervall_1(68%) = 0.74 —
Intervall_1(95%) = 1.54
Intervall_1(99%) = 2.14

Varianz_2 = 0.23 41
Standardabweichung_2 = 0.48
Intervall_2(68%) = 0.42
Intervall_2(95%) = 0.96
Intervall_2(99%) = 1.50

Varianz_3 =0.10
Standardabweichung_3 = 0.31
Intervall_3(68%) = 0.24
Intervall_3(95%) = 0.58
Intervall_3(99%) = 1.10




Pixel: 512 * 512

Filterparameter:
sz2 :1.50
sx2 :1.50
eta: 1.00

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 =0.20 i
Standardabweichung_1 = 0.45° |
Intervall_1(68%) = 0.44 —
Intervall_1(95%) = 0.88
Intervall_1(99%) = 1.20

Varianz_2 = 0.03
Standardabweichung_2 = 0.19
Intervall_2(68%) = 0.18
Intervall_2(95%) = 0.36
Intervall_2(99%) = 0.48

Varianz_3 = 0.01
Standardabweichung_3 = 0.09
Intervall_3(68%) = 0.08
Intervall_3(95%) = 0.18
Intervall_3(99%) = 0.22




Pixel: 512 * 512 8!

Filterparameter:
sz2 :1.50

sx2 :1.00 i
eta: 1.00 7L

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00
Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 = 0.50 i
Standardabweichung_1 = 0.71° |
Intervall_1(68%) = 0.68 —
Intervall_1(95%) = 1.40
Intervall_1(99%) = 1.92

Varianz_2 = 0.11 41
Standardabweichung_2 = 0.34
Intervall_2(68%) = 0.32
Intervall_2(95%) = 0.66
Intervall_2(99%) = 0.94

Varianz_3 = 0.02
Standardabweichung_3 =0.16
Intervall_3(68%) = 0.16
Intervall_3(95%) = 0.30
Intervall_3(99%) = 0.42




1. Filterschritt, Intervall 68%
sx=0.5
sx=1.0

— sx=15

S sx=2.0

1. Filterschritt, Intervall 95%
r sx=0.5

RN ———__ x=10

.\\\\‘;\\/;»\// sx =15
\‘._\\ - — ) sx=2.0

N
N

1. Filterschritt, Intervall 68%
sz=0.5
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
0
5

sz =2.
sz =2.

1. Filterschritt, Intervall 95%
sz=05
sz=0.75

1. Filterschritt, Intervall 99%

sx=0.5
— sx=1.0

NN




2. Filterschritt, Intervall 68%

sx=0.5
sx=1.0
sx=1.5
sx=2.0

2. Filterschritt, Intervall 68%
sz=0.5
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
sz=2.0

2. Filterschritt, Intervall 95%
sx=0.5
sx=1.0

2. Filterschritt, Intervall 99%
sx=0.5
sx=1.0

2. Filterschritt, Standardabweichun
sz=0.5
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
N sz=2.0
AN sz=25




3. Filterschritt, Intervall 68%

3. Filterschritt, Intervall 68%

sx=0.5 sz=0.5
sx=1.0 L sz=0.75
L sx=15 10 sz=1.0
N sx=2.0 NS sz=15
RN sx=3.0 N s2=2.0
AN sx=4.0 NN sz=25
AN sx=8.0 N
ERAN NN
AN N
W NN
N < A \\\\
1 SZ SX
3. Filterschritt, Intervall 95% 3. Filterschritt, Intervall 95%
E sx=0.5 27 sz=05
= sz=0.75
[ ~~\'\ sz = ig
[ 3 sz=1.
L \\\ \.\ \‘\‘ sz=2.0
[ W\ sz=25
= 1 L \\‘.' \,
AN
NN
N
f | L L
1 s, 1 S,
3. Filterschritt, Intervall 99%
sx=0.5
sx=1.0
sx=15
L sx=2.0
X = 3.0
| L L
1 S, 1 S,

3. Filterschritt, Standardabweichun

sx=0.5

sx=1.0

sx=15

N sx=2.0
\\\\\:\\‘_«\ . sx=3.0
RN sx=4.0

sx=8.0

3. Filterschritt, Standardabwgigfgun
2; =075
sz=1.0

= 220
AN iy
N \ =, =
\\\\\\, AN > e

NN
e\
AN
AN
TS T -
S T T
L L
1 S



3. Filterschritt, Intervall 68%

sz=0.5
L sz=0.75
1 sz=1.0
sz=15
SN sz=2.0
R\RRN
W
AN
\s\\
\\\\:‘\\
\l\f\.
AN
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3. Filterschritt, Intervall 95%
2t sz=0.5
AR sz =0.75
HR\NNN sz=1.0
r \‘\\ \ sz=1.5
FoRAY sz=2.0

3. Filterschritt, Standardabweichung

sz=0.5
sz=0.75

§ sz=1.0
NN sz=1.5
BN sz=2.0
\\\
i
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Pixel: 512 * 512

Filterparameter:
sz2 :0.50
sx2 :2.00
eta: 1.30

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 1.00
Standardabweichung_0 1.00

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 0.38
Standardabweichung_1 0.61
Intervall_1(68%) = 0.54
Intervall_1(95%) = 1.24
Intervall_1(99%) = 1.92

Varianz_2 0.17
Standardabweichung_2 0.41
Intervall_2(68%) = 0.28
Intervall_2(95%) = 0.78
Intervall_2(99%) = 1.62

Varianz_3 0.10
Standardabweichung_3 0.32
Intervall_3(68%) = 0.16
Intervall_3(95%) = 0.54
Intervall_3(99%) = 1.58




Pixel: 512 * 512

Filterparameter:
sz2 :1.00
sx2 :1.50
eta: 1.30

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00

Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1=0.18
Standardabweichung_1 = 0.43
Intervall_1(68%) = 0.40
Intervall_1(95%) = 0.84
Intervall_1(99%) = 1.22

Varianz_2 = 0.03
Standardabweichung_2 = 0.17
Intervall_2(68%) = 0.16
Intervall_2(95%) = 0.34
Intervall_2(99%) = 0.44

Varianz_3 = 0.01
Standardabweichung_3 = 0.08
Intervall_3(68%) = 0.08
Intervall_3(95%) = 0.16
Intervall_3(99%) = 0.20

5 |
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Pixel: 512 * 512

Filterparameter:
sz2 :1.00
sx2 :1.00
eta: 1.30

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00

Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 = 0.50

Standardabweichung_1 = 0.715 |

Intervall_1(68%) = 0.68
Intervall_1(95%) = 1.42
Intervall_1(99%) = 2.00

Varianz_2 =0.14

Standardabweichung_2 = 0.37

Intervall_2(68%) = 0.32
Intervall_2(95%) = 0.72
Intervall_2(99%) = 1.16

Varianz_3 = 0.04

Standardabweichung_3 = 0.20

Intervall_3(68%) = 0.16
Intervall_3(95%) = 0.32
Intervall_3(99%) = 0.58

4 :




Pixel: 512 * 512

Filterparameter:
sz2 :1.50
sx2 :1.50
eta: 1.30

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00

Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1=0.12
Standardabweichung_1 = 0.35
Intervall_1(68%) = 0.34
Intervall_1(95%) = 0.70
Intervall_1(99%) = 0.92

Varianz_2 = 0.02
Standardabweichung_2 = 0.15
Intervall_2(68%) = 0.16
Intervall_2(95%) = 0.30
Intervall_2(99%) = 0.40

Varianz_3 = 0.01
Standardabweichung_3 = 0.07
Intervall_3(68%) = 0.08
Intervall_3(95%) = 0.14
Intervall_3(99%) = 0.18

5
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Pixel: 512 * 512

Filterparameter:
sz2 :1.50
sx2 :1.00
eta: 1.30

Werte vor der Filterung:
Varianz_0 = 1.00

Standardabweichung_0 = 1.006

Werte nach den
einzelnen Filterschritten:

Varianz_1 =0.40

Standardabweichung_1 = 0.63° |

Intervall_1(68%) = 0.60
Intervall_1(95%) = 1.26
Intervall_1(99%) = 1.72

Varianz_2 = 0.06

Standardabweichung_2 = 0.25

Intervall_2(68%) = 0.24
Intervall_2(95%) = 0.50
Intervall_2(99%) = 0.68

Varianz_3 = 0.01

Standardabweichung_3 =0.12

Intervall_3(68%) = 0.12
Intervall_3(95%) = 0.22
Intervall_3(99%) = 0.30

40




1. Filterschritt, Intervall 68%
sx=0.5
sx=1.0
sx=15

sx=2.0
sx=3.0
sx=4.0
—-sx=8.0

1. Filterschritt, Intervall 68%
sz=05
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
sz=2.0
sz=25

1. Filterschritt, Intervall 99%
sx=0.5
sx=1.0
sx=15
sx=2.0
sx=3.0




2. Filterschritt, Intervall 68%

sx=0.5
sx=1.0
sx=1.5
sx=2.0
sx =3.0

2. Filterschritt, Intervall 68%

sz=05
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
sz=2.0
sz=25

2. Filterschritt, Intervall 95%

sx=0.5
sx=1.0
sx=1.5
sx=2.0

2. Filterschritt, Intervall 95%

sz=0.5
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
sz=2.0

2. Filterschritt, Standardabweichun
sx=0.5
sx=1.0
sx=15
sx=2.0
sx=3.0
S

2. Filterschritt, Standardabwgigfgun
2; =075
sz=1.0

NN sz=15
AN sz=2.0
AR sz=25
AN
A
SRl T
1 L L L L
1 S



3. Filterschritt, Intervall 68%

sx=0.5
sx=1.0
- sx=15
NN sx=2.0
\;\\\ sx=3.0
W\ —_—
W N sx =40
WX sx = 8.
AN
R
AN
W
N T e
1 s,

3. Filterschritt, Intervall 68%

sz=05
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
sz=2.0
sz=25

3. Filterschritt, Intervall 95%

r sx=0.5
RN sx=1.0
NN sx=15
NN sx=2.0
WA\ sx=3.0
\‘.\'\\\\ \\ "\ \ sx=4.0
RS sx=8.0
'\\‘\\ \ N \
\\\\\ Y\
Vi \ 5 AN
VT
\\ \\%\\ \\ <_
‘»\\\\ L —————
1 s,

3. Filterschritt, Intervall 99%

sx=0.5
sx=1.0
sx=15

3. Filterschritt, Intervall 95%

sz=05
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
sz=2.0
sz=25

3. Filterschritt, Standardabweichun
sx=0.5
sx=1.0
sx=15
sx=2.0
sx=3.0
sx=4.0
sx=8.0

3. Filterschritt, Standardabweichun
sz=0.5
sz=0.75
sz=1.0
sz=15
sz=2.0
sz=25
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Zweiter Ausschnitt (128 x 128)

Filterkette: 0, =2.0,0,=5.0 Filterkette: o, =4.0, 0, =5.0

Filterkette: o, =4.0, 0, =10.0

Filterkette: 0, =2.0,0,=15.0 Filterkette: o, =4.0,0, =15.0

Abbildung 44: Filterergebnisse fiir einen Ausschnitt des Bdren-Bildes mit n = 1.3



6 BEISPIELE FUR DIE FILTERUNG MIT DER FILTERKETTE 92

Fensterheber lineares Gauf-Filter: 0 = 1.0
(128 x 128 Pixel)

GauB-Filterkette: 0, = 3.0, 0, =6.0,n =1.3 lineares Gauf3-Filter: o = 2.0

Abbildung 45: Resultate der Filterung mit einer Filterkette



6 BEISPIELE FUR DIE FILTERUNG MIT DER FILTERKETTE

W

.'I-'-
.-"'h R A &

lineares GauB-Filter: o=2.2

Filterkette: o, =1.0, 0, =25.0 Filterkette: o, =2.0,0, =250

E

Filterkette: o, = 1.0, 0, = 50.0 Filterkette: o, =2.0, 0, =50.0

EE

Filterkette: o, =1.0,0,=75.0 Filterkette: o, =2.0,0, =750

Abbildung 46: Filterergebnisse fiir das Radio-Bild mit n = 1.3
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6 BEISPIELE FUR DIE FILTERUNG MIT DER FILTERKETTE
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— -

Diese Bilder zeigen in der rechten Hilfte die Bewegung einer Herzklappe.
(256 x 256 Pixel).

Es wurde zur Filterung die GauB-Filterkette mit folgenden Parametern verwendet:
0, =30,0,=7,n=1.3
Es ist jeweils das Originalbild und darunter das gefilterte Bild zu sehen. sehen.

Abbildung 47: Filterergebnisse von Ultraschallbildern einer Herzklappe

94



6 BEISPIELE FUR DIE FILTERUNG MIT DER FILTERKETTE

— i

Es ist ein Bild und ein Filterergebnis aus Abbildung 47 zu sehen.
Die folgenden Parametern wurden verwendet;:
0,=30,0,=7,1=1.3

Abbildung 48: Filterergebnisse eines Ultraschallbildes einer Herzklappe

95



7 VERGLEICH DES OPERATORS 96
7 Vergleich des Operators

7.1 Der Operator von Blake und Zisserman

In Hinblick auf prézise Lokalisierung von Kanten formulierten Andrew Blake und Andrew
Zisserman in ihrem Buch Visual Reconstruction [BZ87] einen Operator auf Bildern, welcher
die Kanten und ein geglittetes Bild als Ergebnis einer Minimierungsaufgabe berechnet.
Obwohl die Idee dieses Verfahrens von der des nichtlinearen GauB-Filters verschieden ist,
ergeben sich einige Ahnlichkeiten, aber auch Unterschiede.

Die Idee im Eindimensionalen

Als Daten sei eine stiickweise stetige beschrinkte Funktion auf einem Intervall [0, N] gege-
ben. Man versuche nun f durch eine stiickweise glatte Funktion u zu approximieren:

20

Daten f ——
80 - gesuchte Funktion u --e-—- B

70

60

50 -

40 -

30
20

10 -

° (0] é 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 G;O 3‘5 40

Man stellt sich die Funktion u als biegsamen Stab vor, A sei ein Maf} dafiir, wie leicht dieser
Stab gebogen werden kann, o ein Maf fiir die notwendige Kraft, um den Stab zu brechen.
Minimiert werde nun die Summe aus der Energie um den Stab an einigen Stellen zu brechen,
der Energie um die entstandenen Teile des Stabes zu biegen und dem Abstand des Stabes
zu f. Die Biegeenergie wird zunéchst durch das Integral der mit A multiplizierten Ableitung
der stetigen Stiicke von u bestimmt.

Ist die Funktion nur auf den Werten [0, N] C IN definiert, so kann die Minimierungsaufgabe
analog formuliert werden. Es seien f; die Funktionswerte in den Stellen 7, u; die Funktions-
werte der gesuchten Funktion v in den Stellen 7, so daf3 der folgende Ausdruck sein globales
Minimum annimmt:

E = i(uZ —fi)+ %mm{ A (ui —uim1)?, o}
i=0 i=1

Dabei berechnet der erste Term den Abstand der Funktionen, der zweite die Energie um
den Stab zu biegen oder ihn zu brechen (A(u; — u;_1)* > «). Die Stellen, an denen das
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Minimum von A(u; — u; 1)? und a den Wert o annimmt, werden als Kanten interpretiert.

Durch die Einfiihrung der Bruchstellen, kann diese Aufgabe nicht mit Hilfe der Variations-
rechnung gelost werden. Es miissen Relaxationsalgorithmen verwendet werden, welche viele
Iterationen bendtigen. Die Energiefunktion besitzt im allgemeinen lokale Minima, Blake
und Zisserman geben in ihrem Buch Algorithmen an, um das globale Minimum zu finden.

Formulierung im Zweidimensionalen, das Membranfilter

Oben wurde das Intervall in kleine Abschnitte unterteilt. Fiir zweidimensionale Daten schla-
gen Blake und Zisserman die Unterteilung der Fliche in kleine Dreiecke vor, vgl. [BZ87,
Seite 114]. Jedem Pixel werden nun zwei Dreiecke zugeordnet, fiir welche ein Wert fiir die
Glattheit der Funktion u berechnet wird:

(ij+1)

Wird fiir jedes Dreieck, welches eine ” Unstetigkeit” aufweist der Wert a zu E aufsummiert,
so nimmt E gemif der Linge der Kanten zu, vgl. Blake und Zisserman [BZ87]. Man erhélt
die Formel

E =) (uij—di)®> + Y min{ X(ui; — ui1;)* + XN (uij — uijp1)?, o}
1,5 ,J

+ Z min{ A (ui; — tis15)” + XN (uiy —uij—1)®, o}
(]

Man kann sich eine Membran vorstellen, welche den Graphen des Bildes approximiert und
moglichst waagerecht verlaufen will. Der Wert E kann damit auch als die Energie inter-
pretiert werden, welche durch die Lage der Membran gespeichert ist. Das Filter wird im
folgenden daher als Membranfilter, E als Energiefunktion bezeichnet, vgl. [BZ87].

Fiir Bilder, auf welchen die Zeilen gleiche Grauwertverldufe haben, werden die Untersuchung
des Filterergebnisses von Blake und Zisserman in [BZ87] im eindimensionalen durchgefiihrt.
Unter der Vorraussetzung, dafl auch die Zeilen im Filterergebnis gleiche Grauwertverlaufe
haben, gehen die Formeln des zweidimensionalen Falles auf den des eindimensionalen Fal-
les iiber. Nimmt ein Term, welcher ein Minimum ermittelt, den Wert « an, so liegt das
zugehorige Pixel direkt an einer Kante, welche daran vorbei lduft. Die Parameter o und
A haben also nicht die gleiche Bedeutung wie im eindimensionalen Fall und miissen daher
etwas anders gewihlt werden.
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Es ist klar, dafl senkrechte und waagerechte Kanten mit diesem Verfahren gleich behan-
delt werden. Diagonale Kanten werden jedoch unterschiedlich behandelt: Die Kantenhohe,
ab welcher eine Kante markiert wird, hingt von deren Richtung ab. Riickwirts-diagonale
Kanten werden eher markiert als vorwérts-diagonale Kanten.

Eigenschaften des Membranfilters und Vergleich mit der Filterkette

Blake und Zisserman haben das Membranfilter im eindimensionalen untersucht. Die Aus-
sagen fiir die Wahl der Parameter lassen sich aber nicht einfach vom kontinuierlichen, ein-
dimensionalen Fall auf das Membranfilter fiir ein zweidimensionales Gitter iibertragen. Aus
diesen Untersuchungen ergeben sich fiir das zweidimensionale Membranfilter die folgenden
qualitative Eigenschaften, vgl. [BZ87, Seite 52]:

e Der Parameter A ist ein Wert fiir die ,,Grofle“ des Filter, er spielt die Rolle von o,
der Filterkette.

e Wird die Steifheit der Membran vergréflert, indem A und « vergréflert werden, so
konnen Kanten mit beliebig kleiner Hohe detektiert werden.

e Fiir unverrauschte Rampen mit einer bestimmten Hohe und Linge kénnen Parame-
ter angegeben werden, so dafi diese Rampe als eine oder mehrere Kanten (Treppe)
wiedergegeben werden.

e Werden im Bild keine Kanten markiert, so verhilt sich das Filter wie ein linearer
Operator.

Bemerkung 7.1 (Vergleich) Das Membran-Filter ist in der Lage, Rauschen zu glitten
und gleichzeitig Kanten zu detektieren. Die Gauf3-Filterkette detektiert dagegen keine Kan-
ten. Da die Filterkette die Kanten im Bild gut erhdlt, konnen die Kanten in weiteren Filter-
schritten detektiert werden. Mit beiden Verfahren lassen sich Kanten beliebiger Hohe erhal-
ten, indem die Filtergrifie entsprechend grofS gewdhlt wird. Im Vergleich mit dem linearen
Gaufs-Filter, erlaubt die Gaufs-Filterkette und das Membranfilter eine bessere Lokalisierung
von Kanten.

Das lineare Gauf$}-Filter und das Membranfilter hinterlassen auf dem Filterergebnis wie auch
die GauB-Filterkette ein gewisses Rauschen. Wegen der unterschiedlichen Parameter, kann
das Rauschen nicht unmittelbar verglichen werden.

Das lineare Gaufi-Filter ist am einfachsten zu implementieren. Die Gaufi-Filterketten sind
auch leicht zu implementieren, da die Berechnungsvorschrift direkt umgesetzt werden kann.
Das Membranfilter mufl so implementiert werden, dafl das globale Minimum gesucht wird.
Blake und Zisserman geben in [BZ87] Algorithmen fiir die Implementation an. Es ergibt
sich fiir das Membranfilter ein hoher Rechenaufwand, da das globale Minimum der Funktion
mit Hilfe eines Relaxationsverfahrens gesucht wird, was viele Iterationen notwendig macht.
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Bemerkung 7.2 Das Membranfilter hat gegeniiber der Gaufs-Filterkette die folgenden
Nachteile:

e FEs gibt Bilder, zu denen es mehrere globale Minima des Energiefunktionals gibt.

o Die Detektion von Kanten, und damit auch die Glittung des Bildes, hingt nicht nur
von der Kantenhdhe, sondern auch von der Kantenrichtung ab.

e Die Parameter des Membranfilters sind nicht so leicht interpretierbar wie die der
Gauf-Filterkette.

7.2 Das Filter von Saint-Marc, Chen und Medioni

Im Abschnitt 3.4 auf Seite 19 ist das Filter G vorgestellt worden, welches die Filtergewichte
nur mit Hilfe der Grauwertdifferenzen berechnet. Wéhlt man fiir die Umgebung U(p) das
zentrale Pixel p mit seinen 8 direkten Nachbarn, so erhélt man ein Filter, welches von
Philippe Saint-Marc, Jer-Sen Chen und Gerard Medioni in [SMCMO91] untersucht wurde. Da
die Filterumgebung recht klein ist und daher auch das Rauschen nur wenig geglittet wird,
wird in [SMCMO91] die Iteration des Filters vorgeschlagen. Es sind aber sehr viele Iterationen
notig. In [SMCM91] wird ein Testbild und das Filterergebnis nach 220 Iterationsschritten
gezeigt, wobei der Parameter o, wihrend der gesamten Iteration nicht veréindert wurde. Wie
in Kapitel 5 gezeigt wurde, bewirkt gerade die Verdnderung der Filterweite bei gleichzeitiger
Anderung der Gewichtung der Grauwertdifferenzen eine gute Versteilerung der Kanten. Es
lassen sich daher mit Hilfe des nichtlinearen Gauf3-Filter bessere Filterergebnisse erzielen.
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8 Kantendetektion nach der Filterkette

Die einfachste Moglichkeit Kanten zu detektieren, besteht im Vergleich von Grauwerten
benachbarter Pixel mit einem Schwellwert. Das Uberschreiten des Schwellwertes durch die
Grauwertdifferenz wird dann als Kante interpretiert. Es ist klar, dal man das Rauschen nur
so weit glatten muf, dafl die Amplitude des Rauschens hichstens die Hilfte des Schwell-
wertes betréigt.

Um Kanten mit geringer Hohe zu erhalten mufl der Parameter o, der Gauf3-Filterkette oft so
klein gew#hlt werden, dafl nach der Glittung das Rauschen noch nicht ganz verschwunden
ist. Die Erkennung einer Kante sollte also auch durch einen robusten Operator erfolgen,

welcher nur dann einzelne Pixel markiert, wenn diese sich deutlich von ihren Nachbarn
abheben.

Man konnte nun die Grauwertdifferenzen eines Pixels zu seinen Nachbarn aufsummieren.
Enthélt ein Bild eine Kante, so erhalten die Pixel auf beiden Seiten der Kante einen Wert
mit jeweils einem anderen Vorzeichen zugewiesen. Ist noch leichtes Rauschen im Bild vor-
handen, so sollte man kleine Grauwertdifferenzen unberiicksichtigt lassen. Dies kénnte mit
einer geeigneten Funktion zur Gewichtung der Differenzen geschehen. Diese Funktion sollte
natiirlich stetig sein, damit der Operator resistent gegen kleine Anderungen der Grauwerte
ist. Es entsteht so ein Filter, dessen Formel dem nichtlinearen Gauf-Filter nahe kommt. Es
kann auch hier wieder mit der Gauf-Funktion gearbeitet werden. Als Funktion werde nun

1
$(0)

verwendet. Der folgende Graph veranschaulicht die Funktion z — x - h,(z):

ho(z) =1 - ¥(z)

R N W A~ O

Es ergibt sich mit dieser Funktion die folgende Darstellung fiir das Filter:

Fopo.nf(2) = ng)(f(q) — f(p)gla) |1 - Wf(ql/))(g)f(p))

Liegt nun ein Pixel py direkt neben einer Kante, so wird das Filter fiir F'f(p,) einen Wert
liefern, der im Verhéltnis zu seinen Nachbar einen grofien Betrag hat; das Vorzeichen hingt
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Abbildung 49: Ausgabe des Kantenfilters fiir ein Kantenbild

davon ab, auf welcher Seite der Kante sich das Pixel befindet. Die Implementierung dieses
Filters wurde als Operator auf der Menge Abb(P, [0,255]) vorgenommen. Dazu wurden die
Werte der Pixel im gefilterten Bild um 128 erhéht und dann durch runden und abschneiden
angepafit. In Abbildung 49 ist die Ausgabe des Filters fiir ein Kantenbild zu sehen.

Werden mit einem weiteren Filter die Pixel in einem Bild geschwiirzt, welche einen rechten
oder unteren Nachbarn haben, dessen Grauwert ein anderes Vorzeichen hat und die Differenz
der Werte einen bestimmten Betrag iiberschreitet, so entsteht ein Bild, in welchem die
Kanten zu sehen sind. Mit diesem Vorgehen konnten Kanten gefunden werden, welche sich
nur schwach vom Hintergrund abheben.

Als Beispiel betrachten wir hier die Rontgenaufnahme aus Abbildung 3 auf Seite 9. Das
Bild enthielt viel Rauschen, so dafl die Adern zum Teil auf dem Monitor nur aus einiger
Entfernung zu sehen waren. Es ist in Abbildung 50 zunéchst ein Ausschnitt des Bildes zu
sehen, auf welchem das Filter getestet wurde. Bei der Filterung wurde das Rauschen nur
soweit unterdriickt, dal die Adern erhalten blieben.

Da die Adern nur wenige Pixel breit sind, wurde nach der Glattung das Bild auf die vierfache
Seitenldnge vergréfert, indem aus jedem Pixel ein Feld mit 16 Pixeln gleichen Grauwer-
tes erzeugt wurde. Nach einer Filterung mit einem linearen GauB-Filter mit sehr kleinem
Parameter o < 2.0 wurde dann das oben besprochene Filter angewendet. Dieses Vorgehen
hilft fiir Bilder mit schmalen Linien, da in einem Bild nur in etwa halb so viele Pixel wie
Grenzen zwischen ihnen existieren. Wird das Bild auf dem Bildschirm mit den detektierten
Kanten iiberlagert, so sind durch diesen Trick die Linien so schmal, dal die Grauwerte des
Bildes noch gut zu sehen sind. Die Filterung mit dem linearen Gauf}-Filter 148t Ecken leicht
rund erscheinen. Unterscheidet sich der Grauwert eines Pixels stark von allen Grauwerten
der Pixel seiner Umgebung, so wird dieses Pixel wegen der linearen Filterung eher als Kreis
als als Quadrat wiedergegeben.

Es wurden dann Vorzeichenwechsel benachbarter Pixel, deren Werte eine Schwelle iiber-
schreiten, markiert. Zusammen ergeben diese markierten Stellen eine Kanteninformation
zum urspriinglichen Bild. Die Kanten sind nun wie oben beschrieben in Abbildung 50 zu
sehen.

Es ist mit Hilfe des oben beschriebenen Operators eine Kantendetektion fiir das Radio-
Bild durchgefiihrt worden. Gleichzeitig wurde die Kantendetektion zu Vergleich mit Hilfe
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des Operators von Canny durchgefiihrt. Dazu wurde die Software vista® der University of
British Columbia verwendet, welche auch eine Implementierung des Operators von Canny
enthélt. In Abbildung 51 sind die Ergebnisse der Kantendetektion zu sehen. Man sieht,
wie die Kanten durch die lineare Filterung des Filters von Canny geradliniger werden. Da
nicht klar ist, wo das Radio-Bild Kanten aufweist, konnen die Bilder schlecht bewertet
werden. Es zeigt sich aber doch die gute Wirkung der Gaufl-Filterkette als Vorbereitung
der Kantendetektion. Die Ergebnisse der anschliefenden Kantendetektion sind sowohl fiir
das oben beschriebene nichtlineare Filter, als auch fiir den Operator von Canny dargestellt.

Bemerkung 8.1 (Kantendetektion) In den Abbildungen 50 und 51 ist zu sehen, dafs
die Gauf-Filterkette neben der Gldittung des Rauschens auch die Detektion der Kanten
vorbereitet.

3Quelle der Software: ftp.cs.ubc.ca:/pub/local/vista/vista-2.0.2.tar.gz
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Abbildung 50: Beispiele der Kantenerkennung
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Radio (128 x 128) nichtlinearer Detektor nach einer GauB-Filterkette
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Abbildung 51: Detektierte Kanten im Vergleich
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9 Bemerkungen

9.1 Verbesserungen

Um das Rauschen des Bildes zu glitten, mufl der Parameter o, der Gauf}-Filterkette eine
gewisse Grofle haben. Es wurde auch gezeigt, dafl die Erhaltung von Kanten vom Para-
meter o, abhingt, welcher hierfiir moglichst klein gewihlt werden sollte. Ist das Rauschen
des Bildes bekannt, so kénnen die Parameter der GauB-Filterkette entsprechend gewihlt
werden.

Anstatt den Wert o, fiir alle Berechnungen von G f(p) eines Filterschrittes festzulegen,
konnte man diesen auch in Abhdngigkeit der Grauwerte in der Umgebung des zentralen
Pixels p jeweils neu festlegen. Es ist aber nicht einfach, das Rauschen zu schétzen, insbe-
sondere dann nicht, wenn man nicht weif}, ob die Schitzung durch eine Kante in der Nihe
des Pixels verfélscht wird. In [F1e92b] ist ein solches adaptives Verfahren vorgestellt wor-
den. Die Untersuchungen des nichtlinearen Gauf-Filters fiihren zur Vermutung, dafl dieses
adaptive Verfahren mit einer Iteration, in welcher die Filtergrofie erhoht wird, noch besser
funktioniert.

Fiir die Glattung ist der Anteil des Gewichtes des zentralen Pixels am Gesamtgewicht der
Summe wichtig. Durch die Nihe einer Kante wird dieser Anteil erhéht (viele Gewichte der
Nachbarpixel sind klein) und damit die Glattung verringert. Es wire eventuell sinnvoll,
den Anteil des Gewichts des zentralen Pixels am Gesamtgewicht der Summen fiir alle Pixel
festzulegen. Dies konnte durch eine Anderung der Normierung der Gewichte erfolgen.

Ist das Rauschen von sehr grofler Varianz, so scheint es gerechtfertigt, zunichst mit einem
linearen Gaufl-Filter das Rauschen zu gliatten. Dabei sollte die Filterweite zunichst sehr
klein gew#hlt werden. Dann kann mit der Filterkette bei groferer Filterumgebung weiteres
Rauschen gegléittet werden. Insbesondere bei starkem Rauschen und kleinen Bilddetails,
welche unterdriickt werden sollen (z.B. die Struktur des Fells des Béren in Abbildung 3),
ist dieses Verfahren von Vorteil.

9.2 Implementierung der Filterkette

Wegen der groflen Datenmengen ist in der Bildverarbeitung stets mit groflen Rechenzeiten
fiir jede Filterung zu rechnen. Eine schnelle Implementation der Verfahren ist daher fiir den
praktischen Einsatz von Bedeutung. Das nichtlineare GauB-Filter und der Kantendetek-
tor besitzen die folgenden Eigenschaften, welche zur effizienten Implementierung genutzt
werden konnen:

Lokalitit der Operationen: Der Grauwert des gefilterten Bildes héngt nur von den
Grauwerten einer kleinen Umgebung des zu filterndes Bildes ab. Die Filterung kann al-
so auf die Filterung von Teilbildern (jedoch mit iiberlappenden Pixelmengen) zuriick-
gefiithrt werden.
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Synchronitéit: Die Dauer der Berechung der Summen héngt nicht von den Daten ab.
Bei einer Bearbeitung der Filterung mit mehreren Prozessoren kann die Last statisch
verteilt werden. Die Dauer der Filterung kann aus den Parametern berechnet werden.

Wenige Gewichte: Die Gewichtsfunktion ist von der Differenz der Pixel und der Differenz
der Grauwerte abhéingig. Werden die Grauwerte nach jeder Filterung gerundet, so sind
beide Differenzen ganzzahlig. Es werden also nur endlich viele verschiedene Terme der
Form g(q — p)¥(f(q) — f(p)) verwendet. Durch geeignete Datenstrukturen kann die
Berechnung dieser Terme als Speicherzugriff realisiert werden.

Diese Eigenschaften lassen sich auf den verschiedenen Computer-Systemen unterschiedlich
nutzen.

Stehen zur Filterung mehrere Prozessoren zur Verfiigung, so kann jeder Prozessor einen
Teil der Grauwerte des gefilterten Bildes berechnen. Haben die Prozessoren keinen gemein-
samen Speicher, so bekommt jeder Prozessor etwas mehr als ein Teilbild zur Verarbeitung.
Beispiele fiir solche Rechnerarchitekturen sind Transputer-Netzwerke, in denen die speziel-
len Prozessoren, die Transputer, durch extrem schnelle Nachrichtenverbindungen zu einem
Netzwerk verkniipft sind. Fiir die Berechnung der Filterkette mufl nach den einzelnen Fil-
terschritten wieder eine Aufteilung des Bildes vorgenommen werden.

Werden die Bilddaten als zweidimensionales Array angesprochen, so muf} jeweils eine ganz-
zahlige Multiplikation fiir die Adressberechnung der Speicherzugriffe durchgefiihrt werden.
Mit vielen Prozessoren ist die ganzzahlige Multiplikation im Vergleich zur Addition recht
langsam (z.B. Sparc, Motorola mc680x0). Um den Speicherzugriff zu beschleunigen, sollte
entweder die GroBe der Bildzeilen bei der Ubersetzung des Programmes bekannt und eine
Zweierpotenz sein, so dafl der Optimierer sie durch eine Schiebeoperation ersetzten kann,
oder die Multiplikationen sollten durch geschickte Programmierung umgangen werden.

Legt man die Gewichte in einer geeigneten Datenstruktur ab, so kann der ganzzahlige Ab-
stand des gerade verwendeten Pixels zum zentralen Pixel und die Grauwert-Differenz als
Index fiir den Zugriff auf den Wert des Gewichtes verwendet werden. Mit Hilfe von Tabellen
(zweifach indirektem Zugriff) kommt man auch hier ohne Multiplikationen aus. Da meine
ersten Implementierungen der Filter auf Rechnern mit einem Prozessor des Typs Motorola
mc68020 durchgefiihrt wurden, habe ich darauf geachtet, da} wihrend der Filterung kei-
ne Multiplikationen durchgefiihrt werden. Die Geschwindigkeit der Programme konnte so
gesteigert werden.

Da die Grauwerte ganzzahlig und kleiner als 255 sind, kann man die Gewichte so ska-
lieren, dafi ohne grofie Rundungsfehler die Summen kleiner als 23! bleiben. Die gesamten
Rechnungen konnen so in ganzzahliger Arithmetik durchgefiihrt werden.

Auf neueren Prozessoren (RISC) ist ein Speicherzugriff genau so schnell wie eine Multipli-
kation fiir reelle Zahlen, so daf} hier die Verwendung von grofien Tabellen keinen Sinn mehr
macht.
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Zur Berechnung einer Filterung eines Bildes mit 512 x 512 Pixeln benotigt das nichtlineare
GauB3-Filter die folgende Rechenzeit:

Sun Sun Apollo
o, Sparc-Station 10/40 Sparc-Classic DN4000 (mc68020/25MHz)
1 10s 15.6s 70s
2 26.3s 56.4s 375.4s
3 56s 116s 788s

9.3 Kantenrichtungen

In Abbildung 50 ist in der vorletzten Zeile ein Bild zu sehen, welches zur Detektion der
Kanten verwendet wurde. Sind in diesem Bild die Vorzeichenwechsel detektiert worden, so
kann mit Hilfe der Ableitung der Gaufl-Funktion die Gradientenrichtung in diesem Bild an
den Stellen der gefundenen Vorzeichenwechsel ermittelt werden. Ich habe auch Experimente
hierzu durchgefiihrt. Es zeigte sich eine hohe Giite der ermittelten Richtungen der Kanten.

Die Giite der Kantenrichtungen ist nicht mit der Giite anderer Verfahren verglichen worden.
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10 Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist ein neues Verfahren zur Bildrekonstruktion vorgestellt worden. Es wurde
dazu in zwei Schritten vorgegangen:

Zunichst wurde ein neues Filter vorgestellt, welches zu den nichtlinearen Glattungfiltern
gehort. Die Untersuchungen des Filters haben gezeigt, wie man die Parameter der Filte-
rung wéihlen muf}, um Rauschen zu glétten, bzw. Kanten im Ergebnis steiler erscheinen zu
lassen. Dadurch kénnen Kanten auch dann erhalten bleiben, wenn das Rauschen in seiner
Amplitude grofer ist als die Sprunghhe der Kante. Da die theoretischen Untersuchungen
zur Glattung des Rauschens mit einem Wahrscheinlichkeitsmodell durchgefiihrt wurden,
welches die Grauwerte als standardisiert normalverteilt annimmt, wurde die Abhingig-
keit der Ergebnisse vom Wahrscheinlichkeitsmodell untersucht. Es konnte gezeigt werden,
dal die Erwartungswerte der Pixel im gefilterten Bild lokal Lipschitz-stetig von der Wahl
der Verteilungsfunktion fiir das Wahrscheinlichkeitsmodell abhiangt. Weitere Untersuchun-
gen haben gezeigt, dafl das nichtlineare GauB-Filter robust ist. Gegeniiber dem linearen
GauB3-Filter, welches vom Parameter o, abhingt, hat das nichtlineare Gaufl-Filter einen
zusitzlichen Parameter o, zur Bewertung der Grauwert-Differenzen der Pixel. Auf Grund
der geschickten Darstellung konnte iiberraschender Weise zur Filtervorschrift ein Faktor n
hinzugefiigt werden, der die Wirkung der Glattung verbessert.

Im zweiten Schritt wurde gezeigt, wie man durch eine geschickte mehrfache Verwendung
des nichtlinearen Gauf3-Filters die Wirkung der Filterung verbessern kann. Jede einzelne
Anwendung des Filters wird in diesem Zusammenhang Filterschritt genannt, die mehrfa-
che Anwendung Gaufl-Filterkette. Dabei wird das Filter nicht einfach iteriert, wie es in
der Literatur oft vorgeschlagen und untersucht wurde. Gerade durch die Verinderung der
Filterweite (d.h. des Parameters o, des Operators) konnte das Ergebnis der Filterung ver-
bessert werden. Obwohl die Versteilerung von Kanten fiir einige Filter bekannt ist, ist mir
keine Arbeit bekannt, welche die mehrmalige Verwendung eines nichtlinearen Filters bei
Vergrolerung der Filterweite untersucht. Da auch das Rauschen mit jedem Filterschritt
kleiner wird, wird auch der Parameter o, in jedem Filterschritt verkleinert. Die Untersu-
chung der Glattungswirkung der Filterkette wurde mit Hilfe eines Testbildes untersucht.
Fiir normalverteiltes Rauschen konnten quantitative Angaben zur Wahl der Parameter ge-
macht werden. Anhand einer Kante konnte auch gezeigt werden, wie die Parameter der
Filterkette das Filterergebnis beeinflussen.

Um zu demonstrieren, dafl das Filter auch fiir die Praxis taugt, wurden aus der groflen
Anzahl von mir vorliegenden Filterergebnissen einige typische ausgew#hlt und mit den
zugehorigen Filterparametern abgedruckt.

In einem Vergleich mit anderen Filtern konnte gezeigt werden, dal die Verwendung der
vorgestellten Filterkette Vorteile gegeniiber den anderen Filtern bringt. Gerade gegeniiber
der reinen Iteration von Filtern bietet die Filterkette eine gute Versteilerung der Kanten.
Die Filterung wird nicht von Kantenrichtungen im Bild beeinflufit, wie dies im Verfahren
von Blake und Zisserman der Fall ist. Gegeniiber den Verfahren, bei denen das gefilterte Bild
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als Losung einer Differentialgleichung berechnet wird, hiingt die Rechenzeit der Filterkette
nur von seinen Parametern ab.

Ein weiterer Vorteil des Verfahrens ist, dafl die Parameter direkt interpretierbar sind und
man wegen der wenigen Iterationsschritte die Wirkung der Filterung recht gut vorherbe-
stimmen kann. Kanten welche eng nebeneinander im Bild liegen, bleiben bei entsprechender
Kantenhohe im Bild erhalten.

Es zeigte sich, dafl analog zum nichtlinearen Gauf-Filter ein Differenzenfilter zur Kantende-
tektion konstruiert werden kann, welches ebenfalls robuste Eigenschaften zeigt. Fiir einige
Rontgenbilder mit viel Rauschen wurden mit Hilfe der Filterkette und dieser Kantendetek-
tion die Rénder der Adern markiert. Die Filterkette leistet also auch als erster Schritt fiir
eine Kantendetektion gute Dienste.
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A Gaufl-Identititen

A.1 Faltung zweier Gaufl-Funktionen

Fiir o0 € IR bezeichne ¢, die folgende Gauf-Funktion:
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2
1
1 11 oo 1 5( iz )
= — . pe 2 52442 ./ - ¢ Vo2+y2 dl‘
2m\/0? + 2 —o0 v/ 2m—2
V2m/o? £y T
! ()
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A.2 Gauf3-Funktionen und ihre Ableitungen

Fiir o € IR sei sei @, die folgende Gaufl-Funktion:

1 lrz\2
— -3(%)
(7)) = e 2\ 22
ool0) = —— (22)
Fiir die Ableitungen gilt:
]_ A lizy2 X
Py T hEp_ T : 23
@) = (e 2ol (23)
1 x (22 -1
) = ——0e(r) — 50h(a) = T (0) (24)

. T T xz
o Nl 1=l @l weil 0% (2) = —o00(2) = — 21 (2) = ¢4 (2)

A.3 Spezielle Integrale

Sind ¢ := ¢,, und ¢ := ¢; GauB-Funktionen so gilt mit Hilfe der Formel (21) und (23):

[ =i -s)etdt = [~ —(s—ty(s — ()t

—0 —00

= o [T -y et

= ot [~ (s (bt
= o2[p*¢| (s)
= 0% (o) (25)

o

Z
o219yt

= -5

Wegen / ' (x)dz = 0 gilt:

oo

ot [T W@ = 20 [ (@)

= 4o2y/(-0,)
= 40—z¢’(_az)
4

\V2me
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B Versteilerung einer ungeraden Funktion

In Beweis von Lemma 4.34 ist die folgende Gleichung nur fiir das nichtlineare Gauf}-
Filter nachgewiesen worden. Natiirlich hétte man statt der Gauf-Funktion zur Gewich-
tung der Grauwertdifferenzen auch eine andere Funktion zur Konstruktion des nichtlineare
Filters wéhlen konnen. Dafl das Filter auch fiir beliebige gerade, stetig differenzierbare,
glockenférmige Funktionen h, mit Werten in JR=° an Stelle von ¢ Kanten versteilert, sei
hier nachgerechnet. Da diese Rechnung nicht so elegant ist, wird sie hier im Anhang durch-
gefiihrt.

Es gilt zunéchst:

=~ G- RO - @) (0O - f@) (o)
gl o) KAF) ~ (@) () — F @) (@) )
~ glt =) h(F(1) ~ F(&)) - /(o) (©
=~ G- RO - @) (0 - f@) (o)
~ gl @) KO ~ () - () — F(a) - 7'() (i)
~ glt =) ha(F(0) ~ F(2) - 1) ()
+glt =) ha(F(1) ~ F()) - 7' ()
~ glt =) ha(F(1) ~ F(&)) - /(@) (©
+ (e =) KR ~ 1@) - (F() = £@) - F1(0) ()
~ glt=2) K0 ~ 1) (F0) ~ (@) - F(2) o)
=~ L= ) ()~ F@) - (F(0) - [(a) (), (@), (i9)
gl =) ha(F(1) — F(@) - (7() ~ (@) (), (0
gl =) B0~ F@) - (1) — @) (0 - f@) ), ()
=~ Sl h(F0) ~ F@) - ()~ F(@)
()~ £@) gt~ 2) h(F(D) ~ (@)
U0~ @) gl —2) [(F0) = F() R0 — £/@)]
Man erhilt durch integrieren:

%/_Z(f(t) — (@) gt — 2) ha(f(2) - f(x))dt

= /_ o;(f () = f'(2) g(t — ) [h(f () = f(2)) + (F() = f(x)) BL(f(D) = f(x))]dt

Da h, glockenférmig und f : IR — [—1, 1] ungerade und monoton wachsend ist, gilt fiir alle
t e R: f()h,(f(1)) <0.
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Fiir x = 0 erhélt man wegen f(0) = 0 die Formel:

: /oo (f@t) = f(2)) g(t — =) ho(f(t) — f(z))dt

dz J-oo

o0

= [ FH-ro) 9

ho(f () + f ()R (f (t))] dt

>0 <0
Analog zur Formel 20 auf Seite 47 ergibt sich ein Ausdruck fiir die Versteilerung der Rampe.

S5 (') — £1(0) 9(t) [h:(f(2) + F(O)R;(f(2))] di
J25 9()h=(f(2))dt

[GfI(0) = f(0)+

Ersetzt man h, in dieser Formel durch die Gauf-Funktion, so ergibt sich mit Hilfe der
GauB-Identitdten die Formel aus Beweis von Lemma 4.34.
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